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Simulacija procesa dohitevanja s pomo£jo tehnolo²kega napredka v
modelu gospodarske rasti
Povzetek
Namen naloge je izpeljati in pojasniti model pove£anja kapitalnih dobrin. Ta model
sem v nadaljevanju ²e nekoliko nadgradil in s tem postavil v okolje, v katerem
se tehnologija prena²a med drºavami. Na koncu pa sem glavne ugotovitve pri os-
novnem modelu ²e simuliral v Matlabu in vanje vstavil ²e realne podatke, pridobljene
s spleta. Skozi vse dele sem ºelel preveriti ali med drºavami prihaja do dohitevanj,
ter dokazati ravnoteºno rast in pokazati na podatkih, da se drºave ravnoteºnemu
stanju pribliºujejo.
V simulaciji sem uspel ugotoviti, da tako v resnici, kot tudi skozi simulacijo mod-
ela prihaja do dohitevanja med razvitimi drºavami in drºavami v dohitevanju. Prav
tako pa mi je uspelo pokazati, da se drºave pribliºujejo nekemu ravnoteºnemu stanju
oziroma ravnoteºni rasti.
Simulation of the catch up process through technological progress in a
model of economic growth
Abstract
In my paper, I intended to show and explain the model with an expanding variety
of products. Then I further expanded it to set it into an environment, where there
is a ow of goods between countries. In the end, I took the main ndings from the
base model and simulated them in Matlab. I then found real-life data on the intenet
and inserted it into the ndings. Through this whole process, I tried to show that
there is catch up between countries as well as to prove the existence of steady-state
growth and that countries are actually converging towards it.
In the simulation part of my paper, I was successful in proving that, in real life, as
well as in the model, there is catch-up between developed and developing countries.
I also managed to show that both types of countries are converging to a steady state
and a steady state growth.
Math. Subj. Class. (2010): 91B50, 91B62, 91B74
Klju£ne besede: gospodarska rast, dohitevanje, dobrine, imitacija, raziskovanje in
razvoj, vlaganje, ravnoteºje
Keywords: economic growth, catch up process, goods, imitation, research and
development, investment, equilibrium
1. Uvod
Razlike v razvitosti drºav v svetu so velike. Tako ima Nem£ija BDP na prebi-
valca 35.900 evrov, Slovenija pa 20.200 evrov. Prora£un Nem£ije je 14.902 evrov
na prebivalca, Slovenije pa 7.656 evrov na prebivalca. Vendar pa sta Nem£ija in
Slovenija zgolj primera drºav, za preverbo modela pa bom potreboval nekak²no
vzor£no drºavo. Na£in, na katerega bom to izpeljal, bo opisan v zadnjem poglavju.
V Evropski Uniji se BDP na prebivalca razteza od 80.800 evrov v Luksemburgu do
6.500 evrov v Bolgariji, prora£un na prebivalca pa od 42.149 evrov na Norve²kem
do 2.044 evrov v Bulgariji. Kot vidimo, so razlike med posameznimi drºavami zelo
velike, zato je klju£no, da za korektne rezultate vzamemo vzor£ne drºave, ne pa
speci£nih.
Dohitevanje v ekonomiji predstavlja teorijo, po kateri se revnej²e drºave razvijajo
hitreje kot razvite. Torej se vse drºave pribliºujejo nekemu ravnoteºnemu stanju. Z
drugimi besedami, revnej²a gospodarstva bodo dohitela bogatej²a.
Prvi cilj naloge bo najprej izpeljati in razloºiti model, s katerim bom nato imel
opravka do konca. Nato bom ta model ²e nekoliko nadgradil. Dobljene rezultate
bom nato ²e simuliral v programu Matlab na podlagi realnih podatkov, pridobljenih
iz Eurostata. Skozi ves ta proces bo namen moje naloge v izpeljanem modelu ugo-
toviti in utemeljiti proces ravnoteºne gospodarske rasti skozi tehnolo²ki napredek.
Kot je mogo£e razbrati iz naslova, bo glavni cilj simulirati model na resni£nih po-
datkih, saj bo tako najbolj vidno, ali je model dejansko ustrezen, ter ali resni£ni
podatki sovpadajo z napovedmi in omejitvami, do katerih bom pri²el med izpeljavo.
Glavna raziskovalna vpra²anja, na katera bom v svoji nalogi posku²al odgovoriti,
so:
• Kak²en vpliv ima tehnolo²ki razvoj na gospodarsko rast?
• Kak²na je ravnoteºna gospodarska rast?
• Kak²ni pogoji morajo veljati, da bo model sploh ustrezen?
• Kak²ne so razlike med gospodarsko rastjo razli£nih tipov drºav?
• Kako spremembe klju£nih dejavnikov tehnolo²kega razvoja vplivajo na gospo-
darsko rast?
• Ali na podlagi realnih podatkov prihaja do dohitevanja in ravnoteºne gospo-
darske rasti?
Moja temeljna prispevka k nalogi bosta, da ob ºe izpeljanem modelu, le-tega ²e
nadgradim in nato ²e simuliram. V simulaciji se bo pojavilo nekaj teºav. V funkci-
jah, ki jih bom simuliral, namre£ nastopa preve£ spremenljivk. Torej, £e bi se ºelel
posvetiti vsem, bi bil model sicer bolj realen, vendar pa z njim ne bi bilo ve£ mogo£e
tako nazorno delati, hkrati pa bi to presegalo obseg naloge.
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Naloga vsebuje tri vsebinska poglavja, poleg tega ²e uvod in sklep.V nadaljevanju
bom najprej izpeljal model oz. povzel njegovo izpeljavo, nato bom v model vpeljal
nadgradnje (ga postavil v ve£gospodarsko okolje), temu pa bo na koncu sledila ²e
simulacija.
2. Predstavitev in izpeljava modela
Model, ki sem si ga izbral, ter ga bom v nadaljevanju predstavil in uporabil, se
imenuje model pove£anja ²tevila razli£ic kapitalnih (tehnolo²kih/vnesnih) dobrin
in je povzet po knjigi Barra in Sala-i-Martina (2004). V nasprotju z Solow-Swanovim
ter Ramseyjevim modelom je tu proces tehnolo²kega napredka endogen. Torej nam
bo ta model povedal nekaj o tem, kako vladne odlo£itve ter drugi dejavniki vplivajo
na dolgoro£no gospodarsko rast.
V modelu nastopajo trije tipi agentov. Najprej imamo proizvajalce kon£nih do-
brin, ki porabljajo delo ter vmesne dobrine za proizvodnjo kon£nih dobrin. Drugi
agenti so podjetja, ki vlagajo v raziskovanje in razvoj (R&D) in razvijajo tehnolo²ke
razli£ice. Ta podjetja porabljajo sredstva za izumljanje novih dobrin, za katere pri-
dobijo patente, ki jim omogo£ajo poljubno izbiro cene, tako da bodo maksimizirali
dobi£ek. Nazadnje pa imamo ²e gospodinjstva, ki maksimizirajo koristnost pod
obi£ajno prora£unsko omejitvijo. Izpeljava bo potekala tako, da bom najprej izpel-
jal del modela za vsakega agenta. Nato bom poiskal ravnoteºje izpeljanega modela
ter preveril pareto optimalnost tega ravnoteºja.
2.1. Proizvajalci kon£nih dobrin. Barro in Sala-i-Martin za£neta z zapisom pro-
dukcijske funkcije podjetja i kot
(2.1) Yi = AL1−αi ·
N∑
j=1
(Xij)
α
kjer je 0 < α < 1, Yi predstavlja agregaten proizvod, Li je vnos dela, Xij uporaba
j-te razli£ice tehnologije, N pa je ²tevilo razli£ic tehnologije. Parameter A tu pred-
stavlja mero za skupno faktorsko produktivnost.
Tu je treba izpostaviti, da se tehnolo²ki napredek kaºe v obliki pove£evanja N (torej
²tevila razli£ic), ne pa v obliki pove£evanja A. Da bi bil u£inek pove£anja N bolj
viden, predpostavimo, da se lahko vse dobrine merijo v istih enotah, ter da se vse
porabljajo v enakih koli£inah. Torej predpostavimo Xij = Xi, kar se izkaºe za
resni£no v ravnoteºju. Potem lahko ena£bo 2.1 zapi²emo kot
(2.2) Yi = AL1−αi NX
α
i = AL
1−α
i · (NXi)α ·N1−α
Tu je mogo£e opaziti, da se za dana ksna parametra Li in NXi, Yi v odvisnosti
od N pove£uje s faktorjem N1−α. Pove£anje ²tevila razli£ic tehnologije torej pove£a
BDP, enako se BDP pove£uje tudi zaradi pove£anja L.
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Predpostavimo, da Xij predstavlja nakupe vmesnih dobrin in storitev. Dobi£ek
proizvajalca kon£nih dobrin je potem
πi = Yi − wLi −
N∑
j=1
PjXij
kjer je w pla£a in Pj cena vmesne dobrine j. Ta dva parametra vzamemo kot ksna.
Iz produkcijske funkcije v ena£bi 2.1 dobimo, da je mejni produkt j-te vmesne
dobrine dan z
(2.3) ∂Yi/∂Xij = AαL1−αi X
α−1
ij
Dobi£ek se aproksimira z mejnim produktom. Ko ta mejni produkt ena£imo s Pj,
dobimo
(2.4) Xij = Li · (Aα/Pj)1/(1−α)
Ta rezultat dolo£a zahtevano koli£ino j-te vmesne dobrine, ter Xij kot funkcijo cene
Pj. Cenovna elasti£nost povpra²evanja po vsaki vrsti dobrine je enaka konstanti
−1/(1− α).
e ena£imo pla£o w in mejni produkt dela, pa dobimo
(2.5) w = (1− α) · (Yi/Li)
2.2. Raziskovalci. Podjetja, ki razvijajo nove razli£ice kapitalskih (tehnolo²kih)
dobrin, vlagajo v R&D. Odlo£anje o vlaganju poteka v dveh fazah. Najprej se
odlo£ijo, ali sploh bodo vlagali, nato pa (£e so vloºili) dolo£ijo ²e optimalno ceno
nove dobrine, po kateri jo bodo prodajali proizvajalcem kon£nih dobrin. Za zdaj
bomo predpostavili, da je izumitelj neke dobrine edini lastnik te dobrine, ter zato
monopolist na njenem trgu. Model bomo izpeljali v obratni smeri, saj je naprej
treba razumeti, kako tehnologija vpliva na prot in s tem na motivacijo podjetij, da
ustvarjajo novo tehnologijo.
Druga faza: Trenutna vrednost prihodkov, £e izumimo j-to vmesno dobrino,
je:
(2.6)
∫ ∞
t
πj(v) · e−r(t,v)·(v−t)dv
kjer je πj(v) tok dobi£ka v £asu v, r(t, v) pa povpre£na obrestna mera med £asoma
t in v. Dobi£ek lahko zapi²emo tudi kot
(2.7) πj(v) = [Pj(v)− 1] ·Xj(v)
kjer je Pj(v) cena dobrine j ob £asu v, Xj(v) pa predstavlja koli£ine zahtevanih
razli£ic proizvajalca i iz ena£be 2.4. e se²tejemo uporabljeno koli£ino dolo£ene
razli£ice dobrin, dobimo naslednjo ena£bo:
(2.8) Xj(v) =
∑
i
Xij(v) = L · [Aα/Pj(v)]1/(1−α)
Ta ena£ba pove, da se ponudba neke razli£ice dobrine pove£uje z vloºenim delom in
mero skupne faktorske produktivnosti, ter zmanj²uje z njeno ceno. Ceno dolo£ijo
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tako, da maksimizirajo dobi£ek. Ena£bo 2.8 vstavimo v ena£bo 2.7 in maksimiziramo
dobljeno po Pj(v). Re²itev za ceno v monopolu je
(2.9) Pj(v) = P = 1/α > 1
Torej vidimo, da je cena v £asu konstantna ter enaka za vse dobrine. Do tega pride
zato, ker je stro²ek proizvodnje enak za vse dobrine, ki nato simetri£no nastopajo v
produkcijski funkciji 2.1. To ceno potem vstavimo v ena£bo 2.4 in dobimo skupno
koli£ino vsake dobrine, ki jo proizvedemo:
(2.10) Xj = A1/(1−α)α2/(1−α)L
To pa nam potem dolo£a agregatni proizvod:
(2.11) Y = AL1−αXαN1−α = A1/(1−α)α2α/(1−α)LN
e zadnja dva rezultata vstavim v funkcijo za dobi£ek, dobim ena£bo za tok dobi£ka
v obliki:
(2.12) πj(v) = π = LA1/(1−α) ·
(1− α
α
)
· α2/(1−α)
ki je skozi £as in za vsako dobrino enak po enakem razmisleku kot monopolna cena.
Ko to vstavimo v ena£bo 2.6, pa dobimo kon£no vrednost, ki sem jo ºelel, torej
vrednost prota, ki ga ustvarja proizvajalec razli£ic tehnologije v £asu t, ki je dan
z
(2.13) V (t) = π = LA1/(1−α) ·
(1− α
α
)
· α2/(1−α) ·
∫ ∞
t
e−r(t,v)·(v−t)dv
Prva faza: Zdaj vemo, da bo proizvajalec tehnologije, ko bo dobrina izumljena,
imel sedanjo vrednost dobi£ka (oz. korist od njenega izuma) tako, kot je v ena£bi
2.13. Izumitelja bo investiranje v R&D zanimalo natanko tedaj, ko bo trenutna
vrednost vsaj tolik²na, kot je cena vlaganja. Torej je odlo£itev o vlaganju odvisna
od narave stro²kov vlaganja. V tem modelu bomo to poenostavili s predpostavko,
da je cena vlaganja deterministi£na.
Pogoj prostega vstopa: Barro in Sala-i-Martin v nadaljevanju predpostavita, da
je vstop v posel izumiteljstva prost, torej da za R&D na trgu ni nobenih omejitev.
Ozna£imo ceno vlaganja v R&D z η, £e ºeli izumitelj dose£i trenutno vrednost V (t).
Osredoto£ita se na ravnoteºje s pozitivnim R&D, ter zato vedno rasto£im N . Ker je
z ve£jim N vedno teºje (ter zato draºje) izumljati nove dobrine, se bo z N pove£e-
vala tudi η. Lahko pa se zgodi tudi to, da ºe izumljene dobrine olaj²ajo izumljanje
novih, torej da se z ve£anjem N η manj²a. Tu predpostavita, da se ta dva u£inka
izni£ita, ter da je stro²ek vlaganja v R&D (η) konstanten.
V primeru, da bi veljalo V (t) > η, bi ob £asu t v raziskovanje vloºili neskon£no
sredstev. Tak²na re²itev torej ne more veljati v ravnoteºju. V nasprotnem primeru
pa ob £asu t v raziskovanje ne bi vloºili ni£ sredstev, kar bi pomenilo, da se N skozi
£as ne bi spreminjal. e upo²tevamo to skupaj z dejstvom, da je R&D v ravnoteºju
pozitiven, mora veljati V (t) = η za vse t.
7
Vemo, da je r(t, v) ≡ [1/(v − t)] ·
∫ v
t
r(w)dw. e upo²tevam to in ena£bo 2.13,
dobim
(2.14) r(t) =
π
V (t)
+
V̇ (t)
V (t)
Kjer je π konstanten tok dobi£ka, ki ga dobim z maksimizacijo. Od tu potem
dobimo:
(2.15) r = (L/η) · A1/(1−α) ·
(1− α
α
)
· α2/(1−α)
Ker imajo stare in nove dobrine enake tokove dobi£kov, mora biti tudi trenutna
vrednost dobi£ka za vsako obstoje£o vmesno dobrino enaka η. Iz tega sledi tudi to,
da je skupna trºna vrednost podjetij enaka ηN .
2.3. Gospodinjstva. Gospodinjstva maksimizirajo funkcijo koristnosti:
(2.16) U =
∫ ∞
0
(c1−θ − 1
1− θ
)
· e−ρtdt
V modelu avtorja predpostavita, da ni rasti populacije. Gospodinjstva imajo stopnjo
koristnosti dobrin r ter dobijo pla£o w za ksno koli£ino opravljenega dela (L).
Prora£unska omejitev gospodinjstva je v obi£ajni obliki:
(2.17) d(dobrine)/dt = wL+ r · (dobrine)− C
Prav tako pa morajo izpolnjevati Eulerjevo ena£bo:
(2.18) Ċ/C = (1/θ) · (r − ρ)
2.4. Splo²no ravnoteºje. V zaprtem gospodarstvu mora biti vsota premoºenj vseh
gospodinjstev enaka trºni vrednosti podjetij: premoºenje = ηN . Ker je η kon-
stantna, mora biti sprememba premoºenja dana z d(premoºenje)/dt = ηṄ . Pla£o
dobimo iz ena£be 2.5: w = (1− α) · (Y/L). Po nekaj preoblikovanja lahko obrestno
mero iz ena£be 2.15 zapi²emo kot: r = 1
η
· (1− α) · α · (Y/N).
Od tu sledi, da je skupni prihodek wL + r · (premoºenje) enak Y − α2Y . Zdaj
prora£unska omejitev iz ena£be 2.17 postane
(2.19) ηṄ = Y − C −X
Ta ena£ba se nana²a na celotno gospodarstvo. Pove, da se celotni proizvod (Y )
razdeli na potro²njo (C), proizvodnjo vmesnih dobrin (X), ter izdelavo novih Ṅ
dobrin. Po vstavljanju ena£be 2.15 v ena£bo 2.18 dobimo stopnjo rasti:
(2.20) γ = (1/θ) ·
[
(L/η) ·
(1− α
α
)
· α2/(1−α) − ρ
]
Ta stopnja rasti se nana²a tako na N , Y , kot tudi potro²njo, C. tevilo razli£ic
dobrin se za£ne pri neki za£etni vrednosti N(0) in potem raste s konstantno stopnjo
γ. Re²itev za agregatni proizvod v drugi fazi odlo£anja za vlaganje v R&D razisko-
valcev nakazuje, da je za ksen L Y sozameren N . Sledi, da Y in N rasteta z enako
stopnjo. Omeniti je treba ²e, da bo ta ena£ba za gospodarsko rast veljala samo, £e
bo γ > 0. Po nekaj dodatne izpeljave dobimo ena£bo
(2.21) C = (N/θ) · {LA1/(1−α) · (1− α) · α2α/(1−α) · [θ − α · (1− θ)] + ηρ}
ki pove, da za ksne L, C in N rasteta z enako stopnjo, γ, prikazano v ena£bi
2.20.
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2.5. Pareto optimalnost. V tem razdelku bom povzel dokaz, ki ga podajata Barro
in Sala-i-Martin o tem, da agregatni proizvod v decentraliziranem gospodarstvu ni
Pareto optimalen. Predstavil bom problem druºbenega na£rtovalca (Social plan-
ner's problem). Druºbeni na£rtovalec ºeli maksimizirati koristnost tipi£nega gospod-
injstva po funkciji, ki je predstavljena v ena£bi 2.16. V nasprotju z gospodinjstvi
samimi pa je omejen samo s prora£unsko omejitvijo gospodarstva:
(2.22) Y = AL1−αN1−αXα = C + ηṄ +X
kjer ºe velja predpostavka, da je koli£ina vmesnih dobrin enaka za vsa podjetja in
vse vmesne dobrine.
Hamiltonovo ena£bo za ta problem lahko zapi²emo kot
(2.23) J = u(c) · eρt + ν · (1/η) · (AL1−αN1−αXα − Lc−X)
kjer je ν sen£na cena za ·N (sen£na cena = cena dobrine, za katero ne obstaja
trg). Vpeljana je spremenljivka X, ki pomeni koli£ino vmesnih dobrin. Z obi£ajno
optimizacijo dobimo naslednja pogoja:
(2.24) X(druºbeni na£rtovalec) = A1/(1−α)α1/(1−α)LN
(2.25) γ(druºbeni na£rtovalec) = (1/θ) ·
[
(L/η) ·A1/(1−α) ·
(1− α
α
)
· α1/(1−α) − ρ
]
X iz ena£be 2.24 da ena£bo za agregatni proizvod:
(2.26) Y (druºbeni na£rtovalec) = A1/(1−α)αα/(1−α)LN
Vidimo, da je re²itev za X iz ena£be 2.10 tu pomnoºena z α1/(1−α) < 1, kar pomeni,
da so outputi v decentraliziranem gospodarstvu niºji (ob primerjavi ena£b 2.11 in
2.26).
2.6. Komentar. Doslej je vedno veljal privzetek, da je Ṅ linearno odvisen od R&D
s konstanto 1/η. Lo£imo pa tudi primer, ko je cena R&D nara²£ajo£a funkcija ºe
izumjenih dobrin, torej η = η(N).
e ena pomembna predpostavka pri izpeljavi modela je bila, da je izumitelj dolo£ene
dobrine na trgu monopolist, kar pa seveda tudi ni nujno res. Bolj realisti£no bi ver-
jetno bilo, da bi konkurenti imitirali izumitelja in bi izdelali podobne izdelke. Torej
izumitelj kljub patentu ne bi imel popolnega monopola na trgu za izumljeno dobrino.
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3. Nadgradnja modela
Nadgradnje modela se bom lotil tako, da bomo v model vpeljal ²e razpr²itev tehnologije
oziroma prenos tehnologije v druge drºave. O£itno je namre£, da ne morejo vsa
gospodarstva (tu bomo za gospodarstvo vzeli kar drºavo) biti inovatorji. V nadgrad-
nji bom modeliral ²e razliko med drºavami, ki inovirajo, ter drºavami, ki jim sledijo.
Doslej namre£ ²e nismo preverili, ali je na² model konsistenten s konvergenco gospo-
darstev. V svetovnem gospodarstvu, ki ga sestavlja ve£ drºav, je najbolj pomembno,
kako hitro do razpr²itve sploh pride. Izkaºe se, da nam razpr²itev tehnologije da ²e
dodaten razlog za napoved konvergence gospodarstev.
Glavna ideja tu bo, da sledilne drºave dohitevajo vodilne, saj je imitacija in pri-
lagoditev novih izumov za uporabo v sledilni drºavi cenej²a od inoviranja. Od zdaj
naprej bom vodilne drºave poimenoval drºave 1 in drºave v dohitevanju drºave
2.
3.1. Obna²anje vodilnih drºav. Za£eli bomo s prenosom tehnologije iz drºave 1
v drºavo 2. Pri tem bomo za osnovo vzeli osnovni model, opisan v poglavju 2, torej
se bo tehnolo²ko stanje drºave kazalo v ²tevilu razli£ic tehnologije. Raziskovalci v
drºavi 1 izumljajo te razli£ice za izdelavo kon£nih dobrin v svoji drºavi. Izumitelj
novega produkta v drºavi 1 je monopolist za njegovo uporabo v drºavi 1.
Model za inovatorja v drºavi 1 je identi£en tistemu v osnovnem modelu, zato tega
na tem mestu ne bi ²e enkrat posebej izpeljeval.
3.2. Obna²anje imitatorjev v sledilni drºavi. Drºava 2 ne izumlja vmesnih
dobrin, ampak raje imitira in si prilagodi tiste, ki so bili izumljeni v drºavi 1. Tudi
to pa zahteva dolo£eno mero truda in ima zato tudi svojo ceno. To ceno bomo kasneje
vpeljali kot ceno inovacije. Nastopala bo v podobnem kontekstu kot cena vlaganja v
R&D, le da bo praviloma niºja. Veljalo bo, da je agent, ki pla£a to ceno, monopolist
na trgu za imitirano dobrino v drºavi 2. Ni pa mu treba pla£ati kakr²negakoli
nadomestila izumitelju dobrine 1, tako da dogajanje v drºavi 2 ne bo vplivalo na
dogajanje v drºavi 1. Barro in Sala-i-Martin predpostavita tudi, da sta gospodarstvi
v obeh drºavah zaprti z izjemo prenosa tehnologije skozi imitacijo.
3.2.1. Proizvajalci kon£nih dobrin. Produkcijska funkcija je v drºavi 2 seveda enake
oblike kot tista v drºavi 1.
(3.1) Y2 = A2L1−α2 ·
N2∑
j=1
(X2j)
α
kjer je N2 ²tevilo razli£ic tehnologije, ki so na voljo v drºavi 2. Velja N2 < N1, saj
je drºava 1 bolj razvita od drºave 2. Predpostavljamo, da so razli£ice v drºavi 2
podmnoºica razli£ic v drºavi 1, saj drºava 2 sama ne izumlja ni£. Produktivnostna
konstanta A2 in vnos dela L2 nista nujno enaka kot v drºavi 1. Razlika v produk-
tivnosti je v veliki meri odraz razli£nih vladnih odlo£itev v drºavah, medtem ko je
razlika v vnosu dela posledica razli£nih velikosti gospodarstev.
10
Prav tako je enaka tudi ena£ba za povpra²evanje po dolo£eni dobrini j
(3.2) X2j = L2 · [A2α/P2j]1/(1−α)
ki v skladu z ekonomsko teorijo pada z vi²anjem cene.
3.2.2. Imitatorji. Tako kot v osnovnem modelu, tudi tu Barro in Sala-i-Martin
privzameta, da so stro²ki inovacije v drºavi 2 konstantni (η2). Stro²ek imitacije
bomo vpeljali kot enkraten stro²ek in ga ozna£ili z ν2(t). Ker s pove£anjem N2 v
primerjavi z N1 stro²ki rastejo, lahko zapi²emo ν2 kot
(3.3) ν2 = ν2(N2/N1)
e je N2/N1 < 1, praviloma velja ν2 < η2, saj je kopiranje praviloma cenej²e od
inoviranja. Vendar pa se lahko zgodi tudi N2/N1 > 1 in posledi£no ν2 > η2, £e so v
N1 dobrine, ki jih je teºko prilagoditi drºavi 2. Se pravi, ni nujno, da je kopiranje
vedno cenej²e od inoviranja.
Dolo£anje optimalne cene: e agent v drºavi 2 pla£a ν2(t) ob £asu t za im-
itacijo j-te dobrine, predpostavljamo, da ima v drºavi 2 (vsaj za£asni) monopol
glede uporabe dobrine j. Dodaten pogoj za njegov monopol je tudi to, da trg
drºave 2 ni dovolj zanimiv za drºavo 1, da bi tja prodajala svojo tehnologijo. Tako
kot v osnovnem modelu dobimo optimalno ceno P2j = P2 = 1/α > 1, kar je enako
kot v drºavi 1 in neodvisno od j. e to vstavimo v ena£bo 3.2, dobimo koli£ino
prodane dobrine:
(3.4) X2j = X2 = (A2)1/(1−α) · α2/(1−α)L2
Iz tega potem dobimo proizvod na delavca (y2) in tok dobi£ka (π2j). Iz teh pa sledita
razmerji doprinosov delavcev ter tokov dobi£ka:
(3.5) y2/y1 = (A2/A1)1/(1−α) · (N2/N1)
Mogo£e je videti, da je razmerje pozitivno povezano tako z razmerjem produktivnos-
tnih konstant kot tudi z razmerjem ²tevil razli£ic tehnologije.
(3.6) π2/π1 = (A2/A1)1/(1−α) · (L2/L1)
Tudi to razmerje se pove£uje z razmerjem A2/A1.
Pogoj prostega vstopa: Trenutna vrednost dobi£kov od imitacije dobrine j v
drºavi 2 je:
(3.7) V2(t) = π2 ·
∫ ∞
t
e−
∫ s
t r2(v)dvds
kjer je r2(v) obrestna mera v drºavi 2 ob £asu t. Po enakem sklepanju kot v osnovnem
modelu pridemo do zaklju£ka, da mora biti v ravnoteºju stro²ek imitacije enak
V2(t).
(3.8) V2(t) = ν2(N2/N1)
Iz tega dobimo pogoj
(3.9) r2 =
π2 + ν̇2
ν2
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Torej, £e bi bila ν2 konstantna, bi bila r2 tudi konstantna in enaka π2/ν2. Ta rezultat
bi bil paralelen tistemu za r iz ena£be 2.15. e bi se η2 skozi £as spreminjala, pa bi
r2 vseboval prirastek ν̇2/ν2.
3.2.3. Potro²niki. Stopnja donosa r2 dolo£a stopnjo rasti potro²nje v drºavi 2 na
standarden na£in:
(3.10) Ċ2/C2 = (1/θ) · (r2 − ρ)
Kjer sta parametra θ in ρ v drºavi 2 taka kot v drºavi 1.
3.2.4. Ravnoteºna rast. V ravnoteºju N2 raste z enako stopnjo kot N1 (tj. γ1).
Posledi£no z enako stopnjo rasteta tudi Y2 in C2. Razmerje N2/N1 je enako kon-
stanti, ki jo bomo ozna£ili z (N2/N1)?. Ker C1 in C2 na dolgi rok rasteta z enako
stopnjo (γ1) in sta parametra θ in ρ enaka v obeh drºavah, nam ena£be 2.15, 2.18
in 3.10 povejo, da sta tudi stopnji donosa enaki:
(3.11) r?2 = r1 = π1/η1
kjer je π1 enak π iz ena£be 2.12. Nato iz ena£b 2.14 in 3.9 dobimo π2/ν?2 = π1/η1, kjer
je ν?2 ravnoteºna vrednost vrednosti ν2. Iz razmerja tokov dobi£ka nato sledi
(3.12) ν?2 = η1 · (π2/π1) = η1 · (A2/A1)1/(1−α) · (L2/L1)
Do zdaj je vedno veljala predpostavka, da se drºava 2 nikoli ne odlo£i za inovacijo.
To je za agente v tej drºavi optimalno, £e velja ν2(t) < η2 za ∀t. Ker je ν2 nara²£ajo£a
funkcija (N2/N1), je zahtevan pogoj ν?2 < η2, kar skupaj z ena£bo 3.12 pove
(3.13) (A2/A1)1/(1−α) · (L2/L1) · (η1/η2) < 1
Z drugimi besedami: drºava 2 mora biti inferiorna drºavi 1 v smislu razmerja pro-
duktivnostnih konstant A, razmerja vnosa dela ter razmerja med cenama inovacij.
e to drºi, drºava 2 ne bo nikoli imela potrebe po inoviranju. e ve£, drºava 1 nikoli
ne more imitirati, saj nikoli ne bo obstajal nabor dobrin, ki jih ²e nimajo v drºavi
1. Torej bo morala v ravnoteºnem stanju drºava 1 vedno biti vodilna, drºava 2 pa
sledilna.
3.2.5. Dinami£nost in konvergenca. Dinami£no vedenje v drºavi 2 ni tako preprosto
kot v drºavi 1. Razlog za to je, da je stopnja rasti potro²nje, dana z ena£bo 3.10,
linearna funkcija obrestne mere r2. Vemo, da je tok dobi£ka π2 konstanten, ν2 pa
je odvisen od razmerja N2/N1. Torej, £e se skozi £as rasti N1 in N2 razlikujeta, bo
pri²lo do prehodne dinami£nosti njunega razmerja. V podobnem smislu bomo opa-
zovali tudi razmerje C2/N2, saj ti dve spremenljivki v ravnoteºju prav tako rasteta
z enako stopnjo. V tem razdelku bomo opazovali ravno obna²anje drºave 2 zunaj
ravnoteºnega stanja.
Uvedel bom nekaj novih oznak: N̂ ≡ N2/N1, χ2 ≡ C2/N2. Zdaj si bomo pogledali
dinami£no analizo teh novih spremenljivk. Za obvladljivost bomo predpostavili
naslednjo obliko funkcije 3.3
(3.14) ν2 = η2 · N̂σ
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za N̂ < 1 ter σ > 0. Ena£bi 3.12 in 3.14 nato povesta, da je ravnoteºno stanje
razmerja med N2 in N1 dano z
(3.15) N̂? = [(A2/A1)1/(1−α) · (L2/L1) · (η1/η2)]1/σ
Stopnja rasti χ2 pa je dana kot
(3.16)
χ̇2
χ2
=
Ċ2
C2
=
Ṅ2
N2
Zdaj potrebujem stopnji rasti za C2 in N2. Stopnja rasti za potro²njo v drºavi 2 je
dana z ena£bo 3.10. e v njej uporabimo znani ena£bi za r2 ter ν2, dobimo
(3.17)
Ċ2
C2
= (1/θ) ·
[
π2/ν2 + σ ·
˙̂
N
N̂
− ρ
]
Torej potrebujemo ²e stopnjo rasti N̂ , ki je razlika med stopnjama rasti N2 in
N1.
(3.18)
˙̂
N
N̂
=
Ṅ2
N2
− Ṅ1
N1
Tu predpostavimo, da zaradi kopiranja N2 raste hitreje kot N1. Po nekaj izpeljavah
dobimo stopnjo rasti N̂ :
(3.19)
˙̂
N
N̂
=
1
η2 · N̂σ
· [π2 · (1 + α)/α− χ2]− γ1
Od tu pa dobimo ²e stopnjo rasti χ2:
(3.20)
χ̇2
χ2
=
1
θη2 · N̂σ
· {π2 + (θ − σ) · [χ2 − π2 · (1 + α)/α]} −
1
θ
· (σγ1 + ρ)
3.3. Tuja vlaganja in intelektualna lastnina. Do zdaj je inovator v drºavi 1
dobil monopolne pravice le v svoji drºavi, ne pa tudi v drºavi 2. Zdaj pa si bomo
pogledali ²e moºnost, ko ima inovator v drºavi 1 monopol v obeh drºavah.
Predpostavimo, da je cena prilagoditve dobrine za drºavo 2 enaka ν2. Model naj
zado²£a ustreznim predpostavkam, da je cena prilagoditve v drºavi 2 dovolj nizka,
da bo drºava 2 rastla hitreje kot drºava 1 (ν2 < ν?2 ⇒ γ2 > γ1,
r2 > r1).
Dobi£ek v drºavi 1 je zdaj enak vsoti dobi£kov obeh drºav, ki smo ju izpeljali
prej:
(3.21) π̃ = π1 + π2 =
(
1− α
α
)
· α2/(1−α) · [(A1)1/(1−α) · L1 + (A2)1/(1−α) · L2]
Ob tem naj velja predpostavka, da tuja vlaganja v drºavo 2 ne vplivajo na njeno
produktivnost (A2).
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Inovator v drºavi 1 torej zdaj pla£a η1 + ν2 da si zagotovi tak tok dobi£ka. Pogoj
prostega vstopa nato pove, da je stopnja donosa v drºavi 1 dana z
(3.22) r̃1 = π̃/(η1 + ν2) =
(
1− α
α
)
·α2/(1−α) ·
[
(A1)
1/(1−α) · L1 + (A2)1/(1−α) · L2
η1 + ν2
]
Ta stabilna stopnja rasti je tudi ravnoteºna. V ravnoteºju namre£ koli£ine (N1, Y1, C1, N2, Y2, C2)
rastejo s konstantno stopnjo, dano z γ̃1 = (1/θ) · (r̃1− ρ). To ravnoteºno stanje vse-
buje hkratno rast novih produktov (N1) ter njihovih prilagojenih razli£ic (N2 = N1).
Ker je r̃1 vi²ji kot prej, γ̃1 preseºe vrednost γ1 iz modela brez tujih investicij.
3.4. Sprememba vlog drºav in prehitevanje. Doslej je vedno veljal privzetek,
da je drºava 2 inferiorna drºavi 1 po klju£nih parametrih. V tem razdelku pa bomo
obravnavali obratno situacijo. Torej bo veljalo
(3.23) (A2/A1)1/(1−α) · (L2/L1) · (η1/η2) > 1
Ker pa ²e vedno velja N2(0) < N1(0), drºava 2 za£ne v inferiornem tehnolo²kem
poloºaju. Do te situacije lahko pride, £e bi na primer drºava 2 bila dolgo £asa v
podrejenem poloºaju drºavi 1, nato pa bi se v drºavi 2 spremenila politika (bi se
pove£ala A2) in drºava 2 bi postala superiorna. 1Vlogi drºav se zamenjata, ko drºava
2 porabi vse dobrine iz drºave 1, ki bi jih lahko kopirala in za£ne inovirati. Obratno
pa nato za£ne drºava 1 imitirati, saj je stro²ek imitacije niºji od stro²ka inovacije.
Nato smo znova v osnovnem primeru, le da sta vlogi drºav zamenjani.
1To je v praksi sicer zelo teºko, saj je v praksi A zelo odvisen od tehnologije.
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4. Simulacija
V nadaljevanju bom v Matlabu simuliral osnovni model. S tem bom posku²al odgov-
oriti ²e na zadnjih nekaj vpra²anj, ki so bila navedena v uvodu. Torej bom simuli-
ral funkciji 2.20 in 2.21 in ju primerjal z realnimi podatki za gospodarsko rast in
potro²njo.
4.1. Predstavitev podatkov. Najprej sem iz Eurostata pridobil podatke o BDP-
ju, vlaganju drºav v raziskovanje in razvoj ter ²tevilu zaposlenih in vseh prebivalcev.
Nato sem po postopkih, ki bodo opisani v naslednjih razdelkih, te podatke prera£u-
nal v oblike, s katerimi bom delal v sami simulaciji. Za opazovano obdobje sem si
izbral obdobje med letoma 2010 in 2017, saj je bilo za to obdobje na Eurostatu na
voljo najve£ podatkov. Podatki so izra£unani na letni ravni.
V naslednjih razdelkih bo mo£ opaziti, da so drºave razdeljene na razvite in v do-
hitevanju. Za razvite sem vzel drºave EU15, za tiste v dohitevanju pa ostale drºave
EU (med njimi je tudi Slovenija). Za vsak tip drºave sem nato s pomo£jo tehtanih
povpre£ij ustvaril nekak²no vzor£no oz. povpre£no drºavo.
4.2. BDP. Glavna uporaba podatkov o BDP bo ta, da bom primerjal njihovo rast
z rastjo, ki bo simulirana v modelu.
Najprej sem pridobil podatke o BDP-ju posameznih drºav v tiso£ih evrov (to mersko
enoto sem si izbral zato, ker sem le tako potem lahko izra£unal povpre£je). Nato
sem z uporabo podatkov o ²tevilu zaposlenih izra£unal BDP na prebivalca v razviti
in nerazviti drºavi.
Poglejmo si dejansko gospodarsko rast. Za vzorec razvitih in nerazvitih drºav sem
vzel ºe prej omenjeno razdelitev. Na sliki 1 je prikazana rast gospodarstva, izra£u-
nana na podlagi realnih podatkov iz Eurostata. Na to sliko se bom skliceval tudi
kasneje, saj bom s tem primerjal simulirano gospodarstvo na podlagi modela.
15
2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9
Slika 1. Rast BDP v razvitih drºavah in drºavah v dohitevanju, med 2010 in 2017, v
%
Vir podatkov: Eurostat, 2019
Na sliki 2 pa je predstavljen ²e dejanski BDP na prebivalca. Tudi ta slika bo v
pomo£ pri nadaljnem delu simulacije.
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Slika 2. BDP na prebivalca v razvitih drºavah in drºavah v dohitevanju, med 2010 in
2017, v %
Vir podatkov: Eurostat, 2019
4.3. Obseg zaposlitve, vlaganje v R&D in patenti. Vsi podatki v tem razdelku
so namenjeni izklju£no simulaciji s pomo£jo Matlaba. Kot ºe prej omenjeno, sem
podatke za prvi dve spremenljivki dobil iz Eurostata, ²tevilo patentov pa sem dobil
iz Evropskega patentnega urada.
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4.3.1. Obseg zaposlitve. Namen te spremenljivke je simulirati u£inke spremembe
vnosa dela na gospodarsko rast. Torej bom s podatki, predstavljenimi v tem razdelku,
nadomestil L v modelu. Podatke na sliki 3 sem dobil tako, da sem delil ²tevilo za-
poslenih z BDP (v milijonih evrov). Merska enota za L v moji simulaciji bo torej
²t. zaposlenih
milijoni evrov
.
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Slika 3. Obseg zaposlitve v razvitih drºavah in drºavah v dohitevanju, med 2010 in
2017, v ²tevilu zaposlenih na milijon evrov BDP-ja
Vir podatkov: Eurostat, 2019
Vidimo, da je obseg zaposlitve pri razviti drºavi precej niºji kot pa pri drºavi v
dohitevanju. e pogledamo funkcijo rasti, ki jo simuliramo, bi bilo logi£no, da bi
zato dobili vi²jo stopnjo rasti pri drºavi v dohitevanju.
Zdaj bom predstavil ²e vpliv obsega zaposlitve na gospodarsko rast. Podatke, pred-
stavljene na sliki 3, sem vstavil v funkcijo 2.20 ter izbral ksne parametre na slede£i
na£in: η = 1, θ = 1, ρ = 1/2. Parametre sem ksiral zato, da je sprememba na
grafu odvisna le od spremembe L. Take konstante sem si izbral, zato da sem dobil
pozitivno rast, obenem pa sem jih ºelel imeti £im bolj preproste.
Zadnja konstanta, ki nastopa v funkciji in je ²e nisem omenil, je α, ki pa bo razli£na
za tipa drºav. In sicer nam ekonomska teorija pravi, da imajo bolj razvite drºave
ve£ji α kot drºave v dohitevanju, saj jim razvitost omogo£a bolj²o tehnologijo in zato
zahteva manj vloºenega dela za enaki rezultat. Za mojo simulacijo sem si izbral α
za razvite drºave 0.7, za drºave v dohitevanju pa 0.4. To bo veljalo za celotno sim-
ulacijo.
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Slika 4. Vpliv obsega zaposlitve na gospodarsko rast. Stopnja rasti v %
Vir podatkov: Eurostat, 2019
Rezultat se sklada s pri£akovanji, ki sem jih omenil prej, saj vidimo, da je rast de-
jansko hitrej²a pri drºavah v dohitevanju. Razvita drºava raste zelo po£asi, medtem
ko drºava v dohitevanju raste bistveno hitreje. To je skladno s sicer²njimi podatki,
saj razvite drºave rastejo bistveno po£asneje. To pa je obenem tudi ºe prvi dokaz
tega, da z na²im modelom, ter z uporabo realnih podatkov dejansko pridemo do
dohitevanja gospodarstev. Rezultat pa zadosti tudi predpostavki, da mora za vel-
javnost funkcije 2.20 veljati γ > 0.
Na tem mestu je primerno preveriti ²e vpliv spremembe α na gospodarsko rast. Na
primer, £e jo pri razviti drºavi zniºamo ter pri razvijajo£i dvignemo, tako da bosta
obe enaki 1/2, dobimo naslednji rezultat:
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Slika 5. Vpliv obsega zaposlitve na gospodarsko rast. Stopnja rasti v %
Vir podatkov: Eurostat, 2019
Vidimo, da bistvene razlive v gospodarski rasti v smislu analize modela ni. Je pa pri
razviti nekoliko padla, pri drºavi v dohitevanju pa nekoliko narasla. Po tem lahko
sklepamo, da £e bo imela drºava manj²i deleº vloºenega dela proti kapitalu, se bo
po£asneje razvijala. Od zdaj teh primerjav glede na spreminjanje α ne bo ve£, saj
pri analizi drugih spremenljivk pridemo do enakih zaklju£kov.
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4.3.2. Vlaganje v raziskave in razvoj. Tudi te podatke bom uporabil za preu£evanje
in preverjanje ustreznosti modela v simulaciji. Podatki v grafu bodo nadome²£ali η v
modelu. Podatke za graf sem dobil tako, da sem delil koli£ino vlaganja posameznega
tipa drºav s ²tevilom prebivalcev, torej sem dobil ceno vlaganja v R&D v enoti
tiso£ evrov
1 prebivalec
.
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Slika 6. Vlaganje v raziskovanje in razvoj v razviti drºavi in drºavi v dohitevanju, med
letoma 2010 in 2017 v 1000 evrih na prebivalca
Vir podatkov: Eurostat, 2019
Na grafu vidimo, da je cena vlaganja v R&D v razviti drºavi precej vi²ja, kar se
sklada z ekonomsko teorijo, saj je na trgu ºe ve£ dobrin in bi bilo odkrivanje novih
zato draºje in zahtevnej²e. e pogledamo funkcijo, ki jo simuliramo, vidimo, da se s
pove£anjem η rast upo£asni, torej bi v rezultatu simulacije morali videti po£asnej²o
rast razvitih drºav.
Najprej sem ksiral vse druge parametre v modelu, razen η, ki predstavlja vlaganje
v R&D. V spodnjem primeru je npr. L = 10, θ = 1, ρ = 1/2. α-i pa sta seveda
izbrani na znan na£in.
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Slika 7. Vpliv vlaganja v R&D na gospodarsko rast. Stopnja rasti v %
Vir podatkov: Eurostat, 2019
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Po opravljeni simulaciji lahko takoj opazimo, da je bil sklep o po£asnej²i rasti razvite
drºave znova pravilen. Iz primerjave slik 4 in 7 je takoj o£itno, da je trend podoben,
in kaºe na to, da v modelu dejansko prihaja do dohitevanja. Prav tako pa lahko iz
oblik krivulj na obeh grah ugotovimo, da se rast tudi pri drºavah v dohitevanju
upo£asnjuje in se pribliºuje nekemu ravnoteºju.
4.3.3. tevilo razli£ic tehnologije. tevilo razli£ic tehnologije sem dobil tako, da sem
se²tel vse patente, ki so jih pridobili drºavljani dolo£enega tipa drºav, ter jih nato
delil s ²tevilom prebivalcev. Da sem dobil koli£ino za vsako leto, pa sem vzel gospo-
darstvo na tak na£in, da je v letu 2008 N(0) = 0, potem pa sem za vsako leto pri²tel
²tevilo patentov, dobljeno po prej opisanem postopku.
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Slika 8. tevilo patentov na 1000 prebivalcev za razvito drºavo in drºavo v dohitevanju
med 2010 in 2017
Vir podatkov: EPO (Evropski patentni urad), Eurostat
Slika 6 predstavlja ²tevilo novih izdanih patentov na 1000 prebivalcev za vsak tip
drºave. Zdaj pa si poglejmo s stali²£a simulacije bolj relevantno sliko, in sicer, kak²na
je bila rast ²tevila patentov (oz. razli£ic dobrin) v opazovanem obdobju.
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Slika 9. Rast ²t. razli£ic dobrin med 2010 in 2017 v %
Vir podatkov: EPO, Eurostat
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Iz slike 9 pa lahko razberemo (iz slike 8 morda to ni £isto o£itno), da se ²tevilo
dobrin v drºavi v dohitevanju pove£uje hitreje. To pa je tudi v skladu s teorijo in
eno izmed predpostavk v nadgradnji modela. Vidi se tudi, da se s £asom v obeh
primerih zmanj²uje, kar je spet skladno z razvojem, ker je vedno teºje inovirati.
Da sem lahko opazoval u£inke ²tevila dobrin v svojem modelu, sem moral simulirati
funkcijo za rast potro²nje 2.21. To sem storil tako, da sem za spremenljivo koli£ino
vzel N , ksiral pa sem vse druge spremenljivke, ki nastopajo v funkciji. V spodnjem
primeru so ti parametri ksirani na naslednji na£in:
A(razvite) = 1, A(nerazvite) = 0.5, θ = ρ = η = 1, α sta tak²ni kot prej, za L pa sem
vzel povpre£no vrednost vnosa dela v opazovanem obdobju za posamezni tip drºave.
Slika 10 predstavlja koli£ino potro²nje skozi funkcijo za potro²njo 2.21, kjer na njeno
rast vpliva samo sprememba koli£ine dobrin.
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Slika 10. Vpliv koli£ine dobrin na potro²njo za razvito drºavo in drºavo v dohitevanju
v letih 2010 do 2017, Vir podatkov: EPO, Eurostat
Vidimo, da je potro²nja v razvitih drºavah precej vi²ja kot v nerazvitih, kar je seveda
povsem logi£no. Naslednja ugotovitev, ki jo lahko povemo na podlagi tega grafa, pa
je, da je model tudi v tem primeru pravilen, saj se s pove£evanjem ²tevila dobrin
pove£uje potro²nja, kar je tudi v skladu z ekonomsko teorijo.
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